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Resumen: En este trabajo demostraremos el famoso principio de incertidumbre de Hardy, el cual establece que
una funcion y su transformada de Fourier no pueden decaer ambas muy rapidamente (mas rapido que cualquier
exponencial e”(-ct)) en el infinito. Tal demostracion envuelve algunos estudios del analisis complejo y del analisis
de Fourier.
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Abstract: In this paper, we will demonstrate the famous Hardy’s uncertainty principle, which states that a function
and its Fourier transform cannot both decay very rapidly (faster than any exponential e”(-ct)) at infinity. Such
demonstration involves some studies of complex analysis and Fourier analysis
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Introduccion
El principio de incertidumbre de Hardy, ademas de ser un teorema clasico del analisis armonico, también se puede
enfocar como una caracteristica distintiva de la mecanica cuantica, que establece las limitaciones de efectuar
mediciones en un sistema sin perturbarlo, es decir, un par de variables canonicas conjugadas, tales como la posicién
y el momento, no pueden determinarse precisamente en ningun estado cuantico. Por otra parte, en la fisica clésica,
este principio expresa una limitacion sobre la duracion que una sefial (una onda de sonido, un haz de luz, etc.)
puede tener en un tiempo determinado, y del ancho de banda que ocupe su transformada de Fourier. (Ver [6] , [7]

y [8]).

Algo de Historia

En 1748 empieza la historia moderna de las transformadas de Fourier, cuando Jean Le Rond D’Alembert y
Leonhard Paul Euler se dedicaron al problema de la cuerda vibrante, usando el método de propagacion de las
ondas. Euler afirmo6 que si la configuracion de la cuerda en un instante determinado se podia establecer como
combinacion lineal de los modos normales (que forman una serie sinusoidal armonica), esto seguiria siendo valido
en los instantes siguientes de tiempo. El método utilizado por D’Alembert y Euler fue concretado por Daniel
Bernoulli en 1753, cuando expreso6 la solucion del problema como superposicion de ondas sencillas. Esta idea fue
utilizada y perfeccionada por Jean-Baptiste Joseph Fourier en 1807, quien present6 en la Academia Francesa de
las Ciencias el resultado de unos estudios relacionados con la conduccion del calor en los que incluia un método
de resolucién para las ecuaciones alli planteadas. En su trabajo, publicado en 1822 en el clésico libro “Théorie
analytique de la Chaleur”, Fourier afirmé que cualquier distribucion caldrica
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podia descomponerse en una suma de distribuciones espaciales sinusoidales, lo que se conoce como serie de Fourier
y mas tarde generalizo esta teoria para extenderla a sefiales aperiodicas, recibiendo el nombre de transformada de
Fourier.

La transformada de Fourier, es empleada por ejemplo, para transformar sefiales entre el dominio del tiempo (o
espacial) y el dominio de la frecuencia, ademas de ser reversible, siendo capaz de transformarse en cualquiera de
los dominios al otro. El oido humano recibe una onda auditiva y la transforma, descomponiéndola en distintas
frecuencias (que es lo que finalmente se escucha) a medida que pasa el tiempo, sin embargo, la transformada de
Fourier contiene todas las frecuencias del tiempo durante el cual existio la sefial, obteniéndose un s6lo espectro
de frecuencias para toda la funcion.

Una de las multiples aplicaciones fue, a finales del siglo XIX, la de Lord Kelvin quien disefié una computadora
analogica con el fin de predecir el flujo y reflujo de las mareas, en la que se pone de manifiesto la utilidad de las
teorias propuestas por Fourier para obtener la periodicidad de ciertos fenomenos a través de su observacion en el
tiempo.

Otra muestra presente en la naturaleza es la de la descomposicion de la luz solar en distintos colores, ya sea cuando
se forma un arco iris; o bien cuando ésta atraviesa un prisma, en este caso, una radiacion luminosa de composicion
incierta es descompuesta en haces de luz coloreada, o senales, de frecuencia simple. Esto es en definitiva, lo
que se percibe cuando se habla de la transformada de Fourier, una herramienta matematica capaz de extraer la
informacion frecuencial de una forma de onda una vez conocido su comportamiento temporal y viceversa.

Preliminares

A continuacion veremos algunos resultados del analisis complejo y del analisis de Fourier cuyas demostraciones
pueden ser encontradas en [1] y [2].

Proposicidn 1. Sea h : B — C una funcién impar e integrable, entonces
j h(z) dz = 0.

Lema 2. 51 {f,,}n=1 €5 una sucesidn definiciones analiticas que convergen uniformemente a una
funcidn f en cualguier subconjunto compacto de 5, entonces f es analitica en 5. (Ver [1]).

Teorema 3. Definamos F(z,t) para (z,t) E5 % [a,b] donde 5 es un conjunto abierto en T.
Supongamos que F satisface las siguientes propiedades:

1 F(z,t) es analitica en z paracadat.

1.  Fescontinuaen5 x [a, b].

Entonces 1a funcién f definida en 5 por
b

fiz) =j F(zt) dt

a

es analitica en 5. (Ver [1]).

Teorema 4. (Principio de Phragmén-Lindelsf). Supongamos que f es analitica en un sector D del
plano complejo con apertura angular < 7w v que [ es continua en la clavsura de D. 51

£ (2)] = Ke*l=
en todo D para contantes k = 0, K = 0 v st |f(z)| = M en la frontera de D, entonces |f(z)| = M
paratodo z € D (Ver [2]).

Teorema 5. (Teorema de Liouville). 51 f es entera v acotada, entonces f es constante. (Ver [1]).
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Por otro lado, una funcién f : R — €, es absolutamente infegrable si
j If(x)|dx <oo; VxeER

51 f es absolutamente integrable, entonces su fransformada de Fourier se define por:

FO=| rwetax fER
y su contraparte, la formula inversa de Fourier por:
1) = [ Foe=ta 23

siempre que f sea absolutamente integrable. (Ver [1]).

Observacion 6. 81 f es absolutamente integrable, entonces su transformada de Fourier es acotada. En
efecto, s1 [ es absolutamente integrable entonces

|7 (&) ij_ |F(x)]|e 2| dx 5] IF (x)] dx < oo,

En adelante, escribiremos f{x) = {}(E_’”E}, para indicar que existen constantesc > 0v M > 0

tales que |F(x)] = ce™™" cuando |x| > M.
Principio de Incertidumbre de Hardy

Demostraremos formalmente el principio de incertidumbre de Hardy, siguiendo los pasos dados
en1 el ejercicio 12 del Capitulo 4 en [1] v de algunas demostraciones que podemos observar en [5],
[6]. [7] v [B]. parecidas pero no iguales a la siguiente.

Teorema 7. (Principio de incertidumbre de Hardy) 51 f es una funcién en K que satisface
) flx)=0(e™ )y f(§)=0(e")

entonces f es un multiplo constante de e~™°,

Demostracion: Primero haremos algunas observaciones que se deducen de la condicion (1.). Sea f
una funcion en B que satisface (7). Veamos que la transformada de Fourier y la transformada inversa
de Fourier estan bien definidas. puesto que f f son absolutamente integrables. En efecto, como
existen constantes ¢ = 0 y £ = 0 tales que

2) If(x)l = ce™, x€eR ¥ |f|[¢f}| =Fe ™, FER;
se tiene que,

j If(x)] dx = cj e ™ dx = ¢

j_:f{-f} g = & Ee'“‘f“df —z,

por lo que f v f son absolutamente integrables. Ahora, extendamos la funcién f a todo el plano
complejo. Tomemos £ = a + ib, con a, b € [ entonces

[ DELANTE  |1SSN: 2590-6321 - Vol 12. Num. 1 Diciembre - 2023

~Ravista Instituciona



F@r= [ reemstar= [ eoesmern ay

v vemos que la funcion extendida estd bien defimda, va que f es absolutamente integrable.
Ademas,

|7 @)

B.Enb.r| dx

= [ e

(=]

‘ j f{x]e—zmﬂxeinbx dx
—oo
oo

A

oo
— 3 _ =_
j cg T eanxd:xj ce ﬂ.’(.‘.\‘.‘ bejl dx
—oa —oo

oo oo
— cj ".:.,r,—:lrli.;t'z—21‘.ux'+!:"":|+lrbz dx = Cﬂnbs j E—n'[.r—b}i dx.
—oD

— o0

Para resolver esta integral, usemos el teorema del cambio de vanables. Tomemos,

d
s=F(x—b) ==,
de donde,

j g m—b gy = j e—[ﬁ(x—b}]f dx = Lj e~ ds = E =1.
—o —on \'I'E —o \'I'E
Por lo tanto,

3. |f{.§'}| < cemlm({))
Definiendo R(Z, x) = f(x)e~2™*¢ para (£,x) € C x R, vemos que la funcién R(Z,x) es analitica
el £ para todo x v continua en © x K. Luego s1

7= j R(&x)dx = j e

]

vemos que f, (&) es entera por el Teorema 3., luego f, es analitica en cualquier subconjunto
compacto 5 de C y afirmamos que en cualquier disco D cuya clausura esta contenida en S, la sucesion
{f;}; , converge uniformemente a f v aplicando el Lema 2., se concluye que f es analitica en S,
por lo tanto f (&) es entera.

Ahora, empezaremos la prueba del teorema. Primero mostraremos el resultado cuando f sea una
funcion par, luego cuando f sea una funcidn impar. Por ultimo, probaremos el resultado para cualquier
funcidn f escribiéndola como una suma adecuada de una funcién par v una funcién impar.

Sea f una funcidn par, veamos que f se extiende a una funcién entera par. En efecto, si f es par
entonces

(&)= j_ flx)e™2mixd gy = j_ fix)[cos(—2mxE) + isen(—2mx¥)] dx

= jm [f(x) cos(2mx&) Jdx + i jm [f{x) sen(—2mx&) ] dx.

Como f(x)sen(—2mx&) es una funcién impar, puesto que el producto de una funcién par v una
funcion impar es impar, por la Proposicion 1., tenemos que

jm [f(x)sen(—2mx&)] dx = 0.
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Luego,
f(=8= j_ [f(x) cos(—2mx&)] dx = j_ [£(x) cos(2mx&)] dx = f (§)
v por definicién f es par.

Ahora, sea g(z) = f(\.@} Vemos que g esti bien definida, puessiz=Re® conR=0v 8 E R,
entonces 4z tiene dos raices:
(B (8
ZU = \EE[[E} 1)? 31 = \.EEI({E}+H) = _ZI}J
pero como f es par

9(z2) = F (V2) =F (z0) = F (=20) = f (z).
Ademas, g es una funcién entera y por ende continua, puesto que f es entera.

Por (2) tenemos que
#) 19@)l =|F(F)| =ce® = e, xe(R*UO)

v por (3.), ~
@) gl =7 ([\Vx)|
= ce”[]m':ﬁ]} = cem(VR) = ce ™, x€ R
Por lo tanto, de (4.) v (3.)
lg(x)l = |f (Vx)| = ce™ MR = con(v=R)” = ce ™, xR

En general tomando z = Re®® con R = 0y 8 € R, por (3.) tenemos que
191 = |F (v2)| = ce™=03)

Como
VE = £/Re® = +\R[e€]"" = VR e/ = + [VRcos(5) + VR sen 3]

CNIONCES.
2

@) lglz)l = ce”[i&”“{g}} = ce™® “ns[g} < ce™ = ce™l=l,

ya que sin® (%) =1vR=|z|

Defimendo F(z) = g(z)e"® en el sector
D={z|0=8=nmn/f <m],
donde 8 =arg(z) vy

_im
e 2F

sen (%) '

vemos que F esti bien definida, puesto que g lo esta

¥ =Im

Ademas,

1) F es analitica en D, va que g v ¥ son funciones enteras.

i)  Fescontinua en D, va que g v e¥? son funciones continuas.

i) |F(z)| = Ke*l=l entodo D, con K = max{c,#} v k = 2m. En efecto;
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IF(z)] = lg(z)lle]

IF(2)] = lg(z)l |e n(zp

rrR[cus(Q —%)h‘ san("? "%)]

F(2)| = 1g(2)! |e wn(z)
inR[ms(E—%)]—n‘R [ssm(ﬂ —%)] —mR|zen| & —zﬂ-)
IF(2)] = lg(2)l | *en(zg) gl e =)

Luegosi8 =0,z =R = 0y por (4) tenemos que
—mR(sen(- %)
(7.) |F(z)| = € e ™Fe snfzp) F e TRgTR — & = 7 glnlz|
S10<8 <mw/f, entonces —/(2F) <& —m/(2F) < m/(25), de donde
sen(8 —m/(28))

IR ) B

y por (6.)

—7R sen| 5'—2" )

w
IF(z)l =sce™e Em(ﬁ) =ce™ ™R = ¢ g2mlz]
Ademas. 51 6 = m/f5, entonces

(5.) |F(z)] = ce™e s=nzp) = ce™Re R = ¢ = ¢ g2mlz],
Por lo tanto, |F(z)| = max{c, &} e2™%l en todo D.
) |F(z)| = M en la frontera de D, con M = max{ec, ©}. En efecto, para 8§ = 0 se tiene por
(7)que |F(z)| = € v para® = m/ff < m se tiene por (8.) que |F(z)| = c. Luegoenla
frontera de D,
|F(z)| = max{c, .
De los items 1), i1), i1) v iv') se obtiene que F es analiticaen D, F es continuaen D, |[F(z)| = Ke*l=l
e todo D para constantes k = 0, K = 0v |F(z)| = M en 8(D). Por lo tanto, aplicando el Teorema
4. (Principio de Phragmén-Lindelsf),
|F(z)| = max{c,€}; ¥z €D,
Haciendo £ — 1, vemos que
—mR[— cos(8]]
F@)l =lg@le *2) = lg(z)leme® < max{c,e); vz € D.
Del mismo modo podemos aplicar este argumento a cualquier sector en el plano complejo con
apertura angular estrictamente menor que 1, concluyendo que

|g(z) |e™Reos(8) = max{c, &)

sta I al
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para todo z = Re™ en el plano complejo. Note que

|g{z)€ﬂz| — |g{z}||€fr£[cns(9}+:' 39n(9}]| — |g{z)|errRms(E} = ma_x{c. f}
Asi, vemos la funcién entera g(z)e™ es acotada por M = max{c, €} en todo el plano complejo.
Entonces, por Teorema 5. (Teorema de Liouville) la funcidn g(z)e™ es una funcidn constante. Por
lo tanto, para alguna constante t, se tiene que

g@e™ =t = [ (yZ)=g(a)=te™.
De donde, f (z) = te ™= . Luego.

f{k] — j f(f]efnixfdf — j te—;—;‘ffeinixfdg — j te—g(fz—z'rrimf:l d&
— jm te—:rr(fz—zrrimf+(:'.r}3—(ix}'2:| dE = IE_]TIE jm e—rr(f—:'x'}z d¥

= te ™"

Por lo que f es un multiplo constante de e ™", como se queria probar.

Ahora. sea f una funcién impar, mostremos que f se extiende a una funcién impar. En efecto, si f
s 1mpar entonces

f (&)= j_m fx)e 2mad dy = j_mf{x][ cos(—2mx&) + isen(—2mx¥)] dx

_ f: [F (x)cos(2mxE)] dx — i j :[f{x)sen{znx.,r)] dx.
Como f(x)cos(2mx&) es una funcién impar. puesto que el producto de una funcién par y una funcién
impar es impar, por la Proposicion 1., tenemos que
jm [f(x)cos(2mx&)] dx = 0.
De donde,
Fet) ==t [ trsen amax == |~ [ ircosen Gmelax] = @
v por definicién f es impar. Ademas,
f(0)=—i j:[f{x}sen (Zﬁrx{[]]}] dx = —i ji{ﬂ] dx=0.
De donde,

Fet) ==t [ treosen ampiiax == |~ [ ircosen sl ax] = @
y por definicién f es_ Enpa:. Ademas, -
f(0)=—i jm [f{x]sen (Zirx{[]]}] dx = —i jm (0) dx =0.
Por otro lado, como f es entarzgﬂnmnclﬂs f es analitica en z =_{I°j por lo que f es infinitamente
diferenciable en z = 0 v utilizando series de Taylor obtenemos que

= F ) 7 (2) (3
Fo=YT"0¢ op- 7o+ Foz+ 202 1000,

n=0

y como f (0) = 0,
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£l £ (3
f(z)= f(”{[]]z+f zfﬂ)zz +JE 3::0]23 +

Luego,
F@  zum F20  FO0O) ,
ﬁz_‘f (0) + = z+ 3[z+
Por lo tanto, 1a funcién f (z),/z tiene una singularidad evitable en z = 0 v asi la funcién
f (@) .

FU0) siz=0
estd bien definida. Ademas h(z) es una funcién entera par, puesto que f esenteraysi z = 0
LD TO_TO
-z z

Como h(z) es entera par, del resultado anterior, vemos que G(z) = h (\,."E} esta bien definida y es una
funcién entera. Ademas six € Ev 0 < x < 1_como G es continua sobre el disco cerrado P(0,1) =
[x € R: |x| = 1}, entonces es acotada. Esto es, existe my; = 0 tal que |G(x)| = m, paratodo x €
P(0,1). Por otro lado, st x € RY y x > 1, entonces |\x| > 1, de donde 1/|\x| < 1 y per (4.
tenemos que

FG)]

1G(x)| = T <|f(vx) =
Por lo tanto, si x € (R U 0) entonces
o) {|G{:K]| =my si0=x=1
' |G(x)]| = € e™™ si x=1

Engeneralsiz = Re®® con R = 0y 8 € R, por (3) tenemos que para |z| = 1, como G es continua
sobre el disco cerrado W (0,1) = {z € T : |z| = 1], entonces es acotada. Esto es, existe M; > 0 tal
que|G(z)] = M, paratodoz € W (0,1). Como e™=| = 1 paraz € T, entonces para todo zZE
w(0,1)
1G(z)] = M, e™=l,
Y para |z| > 1. se tiene que |\z| > 1, de donde 1/|\/z| < 1 y por (5.)

|_f'(\|"_]|-| = ¢ e7l=l
G(2)] = = F(Vz)| = -

Por lo tanto, s1 z € C v K; = max{M,, ¢} entonces
(10.) |G(z)| = Ky e™=l.
Definiendo H(z) = G(z)e¥® vemos que H esta bien defimda, puesto que G lo esti v razonando de
manera analoga a la anterior vemos que
v)  H esanalitica en D, vaque G v e¥7 son funciones enteras.
vi) H escontinuaen D, va que G v e¥* son funciones continuas.
vil) H(z)|=Qe*¥= en todo D, con Q = max{m;e™ & K,} v k=2n. En efecto,
procediendo de manera analoga al item 111), vemos que
—mR zen| # _z:rr )

@I = 6l )
Luegosid =0; z=R =0, H(z) = |G(z)|e™ vy por (9.):

A | DELANTE
Les o

Institucianal

ISSN: 2530-6321 - Vol 12. Num. 1 Diciembre - 2023 _




i1, |H(z)| = mye™ = mye™ = (mye™)elml=l si|zj=1
' |H(z)| =€ e ™™ = & = gelnll siz| = L.

$10 <6 < m/f, entonces m/(28) < 8 — w/(28) < m/(28). de donde
m

sen T
)
sen (%) =

—nR zen| — H}

a

-1
v por (10 tenemos que

m
|H(z)| = K, e™ e ““(ﬂ'} < K,e™Re™® — [ e2nll,
Ademas, s18 = w/f, entonces
—mR ueu[If ]|
o
12)  |H()| = Ke™e ™) =k, < K e2m=!

Por lo tanto, H(z)| = max{m,e™, &, K;} e?™=len todo D.
viit) |H(z)] = N en la frontera de D, con N = max{m,e™, &, K;}. En efecto, para & = 0 se
tiene por (71) que |H(z)| = max{m,e™, &} v parad =mn/f < m se tiene por (12)
que |H{(z)| = K.
Luego en la frontera de D, |H(z)| = max{m,e™, & K, }.

De los items v), vi), vii) ¥ wviii) se obtiene que F es analitica en D, H es continua en D,
|H(z)] = Qe¥=l en todo D para constantes k,Q >0 v |H(z)| = N en @(D). Por lo tanto,
aplicando el Teorema 4. (Principio de Phragmén-Lindelsf),

|H(z)| = max{m,e™, &, K }; Yz € D.
Haciendo § — 1, vemos que para todo z\in D

-1 R[—coai(f]}]
T
|H(z)| = |G(z)]e sen(3) = |G(z)|e™cos8) = max{m,e™, &, K}

Del musmo modo podemos aplicar este argumento a cualquier sector en el plano complejo con
apertura angular estrictamente menor que 7, concluyendo que
|G (2)|e™@es(8) = max{m,e™, &, K}
para todo z = Re'® en el plano complejo. Note que
|G{z]e{"~?" *'}| = IG{z}I|e”R[m(5'}+”""“m}]| = |G(z)|e™® 258} = max{m,e™, &, K,}.

Asi, vemos la funcidn entera G(z)e™ es acotada por N = max{m,e™, ¢,K;}en todo el plano
complejo. Entonces, por el Teorema 5. (Teorema de Liouville) tenemos que la funcidn G(z)e™ es
una funcién constante. Por lo tanto, para alguna constante s_ se tiene que
f (Wz)

Vz
de donde, f (z) = s ze ™" Luego paratodo & € R se tiene que

F (®)] = Isllgle™™ = g~

G(z)e™ =5 =G(z) =s5e7,
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concluyéndose que s = O yasif = f = 0.

Finalmente, para cualquier funcion f(x) se tiene que f(x) = filx)+ fo(x), donde
filx) = (f(x) + f(—x))/2 esuna funcion par v f>(x) = (f(x) — f(—x))/2 es una funcion impar.
Por lo que aplicando el mismo argumento anterior para las funciones pares e impares, vemos que f

es un muiltiplo constante de e ™, como se queria probar. m

Corolario 8. S1

(13) f(x)=0(e™) vy F(§)=0(e"5),
condB > 1.4 > 0y B = 0 entonces [ es idénticamente cero.
Demostracion: S1 f es una funcién en Fque satisface (73 ), entonces existen constantes p >0y § >
0 tales que

(14) If() spe™", xe Ry |f(§)|=pe™, feR
Donde AB > 1, A = 0y B = 0. Ahora, definamos g(x) = f{\fﬁ x}, entonces

9001 = |[F(VB x)| = pe-mA(VEx)" — po-mABx® o po-me®
Ademas,
06 = [ get ax— [ p(VBx)emmt ax

— i

Para resolver estd integral usemos el teorema del cambio de wvariables. Haciendo
u=a,|"Ex = dujdx=\.f'§.
obtenemos que

- o U oo e [ E o~
a®) = % |_rawe (35 ax = % [ reoe wmiu(f) . _F(ENE)
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Luego aplicando el caso anterior obtenemos que g(x) = de ™" donde d es alguna constante. Por
lo tanto, f(vBx) = de ™" alo que es lo mismo,

fix) = de_”(%z).

de_ﬂ(g}

De (14, obtenemos

—mAx®

If(x)] =

= pe

De aqui, paratodox € R

Xt 1 AB -1
lal = e'”"“’zeﬂ(f} = e_”[‘a‘_[ﬁ}]xf = e_”[ B ]‘rz.
P
Como AB = 1y E = 0, entonces [{AE — 1)/E] = 0, por lo que la desigualdad anterior es compatible

solo st |d| = 0, vaque

) _JAB —J.]A_Z B
lim e B =0

||—oa

Por lo tanto, se concluye que f = 0 como se queria probar. m
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